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摘 要： 基于模型诊断中的极小碰集问题是人工智能领域的一个重要课题，现实中很多实际问题都可以转化为

极小碰集问题，如老师与课程问题，极小覆盖集问题等．通过对极小碰集问题特征的研究，本文结合粒子群优化求解极
小碰集的算法提出了一个新的算法，来指导极小碰集的求解：引入学习机制，减少极小碰集求解中对无解空间的搜索；

加入翻转策略，来加速极小碰集有解空间中的求解．实验结果表明本文提出的算法在求解极小碰集问题上的效率有明
显提高．
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１ 引言

基于模型诊断（ＭｏｄｅｌＢａｓｅｄＤｉａｇｎｏｓｉｓ，ＭＢＤ）问题是
基本的极小碰集求解问题，通常先求出所有极小冲突集

合，再通过极小冲突集合簇求解极小碰集，即系统的极

小诊断．现实和理论中的很多问题在某种程度上都可以
归结为极小碰集问题．如智能规划问题［１］，实时多故障
诊断中的动态碰集问题［２］，不可满足核求解问题［３］等．

人工智能领域专家 Ｒｅｉｔｅｒ于１９８７年首次给出计算
碰集的算法 ＨＳＴＲＥＥ［４］．后来，碰集问题被证明是 ＮＰ
Ｃｏｍｐｌｅｔｅ问题，其求解效率的提高显得尤为重要．许多
计算极小碰集的算法被相继提出，如 ＢＨＳＴＲＥＥ［５，６］，
Ｂｏｏｌｅａｎ［７］，ＤＭＤＴＲＥＥ［８］，分布式方法［９］等．以上方法大

都基于树或图，数据结构复杂且计算量大，不适合求解

大规模的碰集问题．除了这些算法，还有使用遗传算
法［１０］，粒子群算法［１１］来求解极小碰集．碰集问题的求解
呈现出一种更加复杂化的发展趋势，使用完备算法求解

极小碰集的复杂度将会随着问题复杂性的增大而大幅

增加，因此一种能够更好地平衡复杂度与完备性的算法

至关重要．
群智能算法是对群体觅食过程的模拟，最具代表性

的算法有粒子群算法，蚁群算法和人工蜂群算法，许多

源于蜂群和蚁群模型设计的算法已越来越多地应用于

解决实际问题［１２～１４］．粒子群优化（ＰａｒｔｉｃｌｅＳｗａｒｍＯｐｔｉ
ｍｉｚａｔｉｏｎ，ＰＳＯ）算法相对于其它群智能算法具有参数简
洁、易于实现、精度高、收敛快等优点，并被广泛应用于
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不同的领域．如求解流水车间调度问题［１５，１６］，电磁优化
问题［１７］等．

本文给出一种结合结构特征学习的粒子群求解极

小碰集的方法，来减少碰集求解中对无解空间的搜索；

同时加入翻转策略来加速碰集有解空间中的求解．

２ 基于ＰＳＯ的极小碰集求解方法

ＰＳＯ中优化问题的解被看作“粒子”，每个粒子有一
个速度决定它们运动的距离和方向，所有粒子依据当

前所得到的最优粒子在解空间中进行搜索．本节详细
介绍文献［１１］中基于 ＰＳＯ优化算法求解极小碰集，下
面给出几个相关定义．

定义１［３］ 冲突集
集合 Ｃ＝｛ｃ１，ｃ２，…，ｃｋ｝ＣＯＭＰＳ为系统（ＳＤ，

ＣＯＭＰＳ，ＯＢＳ）的一个冲突集，若 Ｃ使得 ＳＤ∪ＯＢＳ∪｛～
ＡＢ（ｃ１），～ＡＢ（ｃ２），…，～ＡＢ（ｃｎ）｝不一致．若该冲突集
的任意真子集都不是一个冲突集，那么它是一个极小

冲突集．
定义２［４］ 碰集
设 Ｆ＝｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｎ｝是一个冲突集合簇，称 Ｈ是

该冲突集合簇的一个碰集，当且仅当 Ｈ满足：
（１）Ｈ∪Ｃｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）；（２）Ｃｉ∈Ｆ，Ｈ∩Ｃｉ

≠φ．
称 Ｆ的一个碰集是极小碰集当且仅当它的任意真

子集都不是Ｆ的碰集．
定义３［１１］ 精英集
在整个搜索过程中会产生很多碰集，把每次迭代

产生的极小碰集放入一个集合中，这个集合就称为精

英集．并且对于精英集中的任一碰集，它的超集都不在
精英集中．

在基于ＰＳＯ求解极小碰集问题中，速度被赋予新
的更新方式，公式被改变为更适应碰集问题性质的如

下公式：

Ｖｉｋ＋１＝ωＶｉｋ＋ｃ１ｒ１（Ｐｅ－Ｘｉｋ）

＋ｃ２ｒ２（０－Ｘｉｋ）
（１）

Ｘｉｋ＋１＝Ｘｉｋ＋Ｖｉｋ＋１ （２）
其中，Ｐｅ为精英集中的某个粒子，０表示 Ｄ维零向量．

根据碰集的定义，给出适应度函数 ｆ（Ｘ）＝ｈ／ｃ，ｈ
表示冲突集合簇中与当前粒子有交的集合数，ｃ表示冲
突集合簇中的集合数．结合精英集的定义，当 ｆ（Ｘ）＝１
时，所求的集合为碰集．在第一次迭代时，精英集被初
始化为只含有（１，１，…，１）的集合．

在标准的粒子群算法中，速度使粒子从一个位置

运动到另一个位置，而在碰集问题中，速度中的每一维

的分量只能从０变化为１，或从１变化为０，因此把速度定

义为向量的每一维取“１”的概率．公式（１）给出了粒子速
度的更新公式，ｃ１ｒ１（Ｐｅ－Ｘｉｋ）包含了两层意思，首
先对于 Ｐｅ中存在，Ｘｉｋ中不存在的分量其选择概率增
加ｃ１ｒ１；其次，对于 Ｘｉｋ中存在而Ｐｅ中不存在的分量
其选择概率减少ｃ１ｒ１．这就使得新产生的个体向优秀
个体 Ｐｅ靠近，同时也实现了对 Ｐｅ的子集的搜索．在选
择 Ｐｅ时，若选择到的碰集本身就是一个极小碰集，那
么就只能起到搜索其它碰集的作用，而无法去除精英

集中的超集．因此在 Ｐｅ的选择上更倾向于选择包含１
的个数较多的个体．ｃ２ｒ２（０－Ｘｉｋ）部分减少 Ｘｉｋ中
已存在分量的选择概率，也是加速搜索极小碰集的一

种策略．根据式（１）完成速度的更新后所得到的的结果
不一定在［０，１］区间内，因此给出规范式（３）来调整速度
使其符合规范．其中 ｖｉ，ｍ是Ｖｉ的最大分量，当 ｖｉ，ｍ＞１
时执行式（３）．

ｖｉ，ｊ＝ｖｉ，ｊ／ｖｉ，ｍ（ｊ＝０，１，２，……，Ｄ－１） （３）
通过以上过程得到的每个分量的选择概率为［０，１］

区间内的实数，不能直接得出选择或不选择某个分量，

必须将每个概率映射到 ０或 １，其方法是产生一个（０，
１）之间的随机数，比较每个分量的选择概率与随机数
的大小，若大于，则该分量的对应编码为１，否则为０．映
射公式为：

ｘｉ，ｊ＝
１，ｒａｎｄ（０，１）＜ｖｉ，ｊ
０，ｒａｎｄ（０，１）＞ｖｉ，{

ｊ
（４）

上述内容详细介绍了使用粒子群优化算法求解极

小碰集的相关概念和公式，下面给出利用 ＰＳＯ求解求
极小碰集的优化算法ＯＡ（ＯｒｉｇｉｎａｌＡｌｇｏｒｉｔｈｍ）．

ＡｌｇｏｒｉｔｈｍＯＡ
Ｉｎｐｕｔ：Ｆ＝｛Ｃ１，Ｃ２，……，Ｃｎ｝，ｍａｘＳｔｅｐ
Ｏｕｔｐｕｔ：ＭｉｎｉｍａｌＨＳ
１ ｂｅｇｉｎ
２ ｉｎｉｔｉａｌｉｚｅａｌｌＶ０，ｇｅｔＰ０ａｃｃｏｒｄｉｎｇ（４）；
３ ｉｎｉｔｉａｌｉｚｅａｓｅｔＥ，ｏｎｌｙ（１，１，……，１）ｉｎｃｌｕｄｅｄ；

４ ｗｈｉｌｅｓｔｅｐ＜ｍａｘＳｔｅｐｄｏ
５ Ｅ＝｛Ｅ∪ Ｐｉ｝ｉｆｆ（Ｐｉ）＝１
６ ｓｅｌｅｃｔＰｅｆｒｏｍＥｓｕｃｈｔｈａｔＰｅｈａｓｔｈｅｌａｒｇｅｓｔｎｕｍｂｅｒｏｆ１，ｂｒｅａｋｉｎｇｔｉｅｓ

ｒａｎｄｏｍｌｙ；

７ ｕｐｄａｔｅＶｉ＋１ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏ（１）ａｎｄｇｅｔＰｉ＋１ａｃｃｏｒｄｉｎｇ（４）；
８ ｅｎｄ

３ 结合特征学习的ＰＳＯ求解极小碰集算法

上一节中已经详细介绍了使用粒子群优化算法求

解极小碰集的具体过程，算法的主要操作在于公式

（１），该公式通过 Ｐｅ和０两个向量的调节来生成新粒
子，粒子对问题的整个解空间都要进行搜索，无论某些
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空间中是否存在解．
本文提出一种结合特征学习求解碰集的方法，通

过结合特征学习机制指导后续碰集求解问题，有效地

减少对无解空间的搜索，同时又采取翻转策略加速对

有解空间的搜索．其主要思想是在 ＰＳＯ算法中的
ｍａｘＳｔｅｐ（其中 ｍａｘＳｔｅｐ表示本文算法中所设置的最大迭
代次数）次迭代中，每隔一定的迭代次数，对碰集长度

进行一个学习过程．学习过程结束，得到一个最大碰集
长度和一个最小碰集长度；在接下来的搜索过程中，将

它们作为两个衡量标准来对每次迭代求到的个体进行

过滤，进而避免对无解空间的搜索，同时通过在有解空

间中加入翻转策略加速有解空间的求解．
例如，ｍａｘＳｔｅｐ＝５００，在 ｓｔｅｐ＝１－１０时，执行一个特

征学习过程，接下来的 ｓｔｅｐ＝１１－１００阶段，执行结合特
征信息的求解过程；ｓｔｅｐ＝１０１－１１０及 ｓｔｅｐ＝１１１－２００
次迭代中，继续执行特征学习过程和结合特征信息的

求解过程，直到 ｓｔｅｐ＝ｍａｘＳｔｅｐ，算法结束．
本文在上一节中所介绍的ＯＡ算法基础上，加入了

特征学习方法、结合特征学习指导的后续求解方法和

加速求解策略方法，进而得到一个新的 ＬＣＡ（Ｌｅａｒｎｉｎｇ
ｗｉｔｈＣｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓＡｌｇｏｒｉｔｈｍ）算法，其基本描述如下．

ＡｌｇｏｒｉｔｈｍＬＣＡ
Ｉｎｐｕｔ：Ｆ＝｛Ｃ１，Ｃ２，……，Ｃｎ｝，ｍａｘＳｔｅｐ
Ｏｕｔｐｕｔ：ＭｉｎｉｍａｌＨＳ
１ ｂｅｇｉｎ
２ ｉｎｉｔｉａｌｉｚｅａｌｌＶ０，ｇｅｔＰ０ａｃｃｏｒｄｉｎｇ（４）；
３ ｉｎｉｔｉａｌｉｚｅａｓｅｔＥ，ｏｎｌｙ（１，１，……，１）ｉｎｃｌｕｄｅｄ；
４ ｍｉｎ＝９９９，ｍａｘ＝０；
５ ｗｈｉｌｅｓｔｅｐ＜ｍａｘＳｔｅｐｄｏ
６ Ｅ＝｛Ｅ∪ Ｐｉ｝ｉｆｆ（Ｐｉ）＝１
７ ｉｆｓｔｅｐ＝ｆｉｘｅｄＳｔｅｐ
８ ｉｆ（ｌｅｎｇｔｈ（Ｐｍｉｎ）＜ｍｉｎ） ／／Ｐｍｉｎ∈Ｅ
９ ｍｉｎ＝ｌｅｎｇｔｈ（Ｐｍｉｎ）；
１０ ｅｌｓｅｉｆ（ｌｅｎｇｔｈ（Ｐｍａｘ）＞ｍａｘ） ／／Ｐｍａｘ∈Ｅ
１１ ｍａｘ＝ｌｅｎｇｔｈ（Ｐｍａｘ）
１２ ｅｌｓｅ
１３ ｉｆ（ｌｅｎｇｔｈ（Ｐｉ）＜ｍｉｎ）
１４ ｆｌｉｐ０－－＞１ｆｏｒｍｄｉｍｅｎｓｉｏｎ，ｍ＝ｍｉｎｌｅｎｇｔｈ（Ｐｉ）；
１５ ｉｆ（ｌｅｎｇｔｈ（Ｐｉ）＞ｍａｘ＆＆ｆ（Ｐｉ）＜１）
１６ ＩｎｉｔｉａｌｉｚｅＰｉ；
１７ ｓｅｌｅｃｔＰｅｆｒｏｍＥｓｕｃｈｔｈａｔＰｅｈａｓｔｈｅｍａｘｉｍｕｍｎｕｍｂｅｒｏｆ１，ｂｒｅａｋｉｎｇ
ｔｉｅｓｒａｎｄｏｍｌｙ；
１８ ｕｐｄａｔｅＶｉ＋１ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏ（１）ａｎｄｇｅｔＰｉ＋１ａｃｃｏｒｄｉｎｇ（４）；
１９ ｅｎｄ

在ＬＣＡ中，７～１６为本文中提出的策略，在ＯＡ基础
上加以改进．７～１１是特征学习过程，其中 ｆｉｘｅｄＳｔｅｐ表
示执行特征学习过程的迭代．Ｐｍｉｎ和Ｐｍａｘ分别为为精英

集Ｅ中长度最小和最大的碰集，在此过程中，记录并更
新已求得碰集的最大和最小长度，用来指导后续碰集

的求解．在特征学习过程中，每一次迭代都记录下所求
得碰集的最大和最小长度（这里所说的碰集长度是指

碰集中含有的“１”的个数），若下次迭代产生的碰集的
最小长度小于当前的最小长度，则更新这个最小长度，

同理，若下次迭代产生的最大长度大于当前的最大长

度，也进行更新；若下次迭代产生的碰集长度介于最小

长度和最大长度之间，不需要更新．
算法１２～１６行则是利用之前学习到的信息指导后

续碰集的求解，有效避免了对无解空间的搜索，同时加

速了对有解空间中解的搜索．在此过程中；（１）每次迭
代求得的粒子的长度若大于最大长度且该粒子不是碰

集，则直接舍弃这些解，再重新初始化相同数量的解以

保证群体规模恒定．通过这个策略，其长度大于最大长
度且非碰集的粒子就不需要再去记录，那些不含有极

小碰集的搜索空间也无需浪费时间进行搜索；（２）若求
得的碰集的长度小于最小长度，则对当前粒子中的“０”
进行随机翻转为“１”，翻转的个数为“最小长度该粒子
的长度”，这样不仅可以减少对小于最小长度的搜索空

间的搜索，还可以加速对有解空间的搜索．

４ 实验

本文算法运行于 Ｌｉｎｕｘ（ＤｅｌｌＤｉｍｅｎｓｉｏｎＣ５２１，ＡＭＤ
Ａｔｈｌｏｎ（ｔｍ）６４Ｘ２ＤｕａｌＣｏｒｅＰｒｏｃｅｓｓｏｒ３６００＋，１９０ＧＨｚ，
２００ＧＢＲＡＭ）系统下，各测试用例为随机生成的变量出
现概率为０１～０９的冲突集合簇，每个用例测试２０次
取其平均值作为最终结果．本文中对两种规模的冲突
集问题进行了测试，分别为 ｖ３０ｓ３０、ｖ４０ｓ４０，其中 ｖ代表
变量，ｓ代表冲突集，则 ｖ３０ｓ３０即代表含有 ３０变量 ３０
个冲突集的测试用例．图 １和图 ２分别给出了 ｖ３０ｓ３０
和 ｖ４０ｓ４０两种规模的测试用例在两种算法上的碰集求
解数量的对比．

从图１和图２可以看出ＬＣＡ在各个规模、各个出现
概率上所求得的碰集的数量都大于 ＯＡ．碰集数量在变
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量的出现概率为０３～０５时最多，在这些概率下，ＬＣＡ
相比于ＯＡ在求解出的碰集数量的提高率上有明显差
异．如，变量出现概率为０５时，在 ｖ４０ｓ４０规模下效率
仅提高了 ０５％，而在 ｖ３０ｓ３０规模下效率提高了
１５１％．当出现概率小于 ０３或是大于 ０５的时候，求
得的碰集数量提高率也逐渐增大．

图３和图４描述 ＯＡ、ＬＣＡ两种算法在整个求解过
程中搜索的无解空间中的非碰集个体的数量对比．两
条折线中间的部分即表示 ＬＣＡ中通过学习策略所避免
搜索的不含有碰集的那部分搜索空间．在学习过程中，
当个体长度大于最大碰集长度且非碰集时，舍弃该个

体重新初始化一个新的个体，避免了对一部分无解空

间的搜索．

ＬＣＡ算法相对于 ＯＡ算法削减了对部分无解空间
的搜索，并通过翻转策略加速求解，但由于 ＬＣＡ求得的
碰集较多，且碰集在极小化时复杂度较高，导致 ＬＣＡ的
总求解时间略大于ＯＡ．表１给出了 ｖ４０ｓ４０规模下求得
的碰集数目与时间，其数据为２０次试验的平均值．特别
值得指出的是在各规模下，当变量的出现概率为 ０１
时，ＯＡ几乎求不出任何的碰集，而 ＬＣＡ可以求出较多
数目的碰集．碰集极小化的复杂度高于求解碰集的复
杂度，求解碰集只需要根据其适应度函数的值判断某

个体是否为碰集，而碰集的极小化则要将新产生的碰

集与之前产生的所有极小碰集进行比较，判断是否为

超集．并且越处于极小碰集求解的后期，碰集的极小化
复杂度越高．

表１ ｖ４０ｓ４０下两种算法求得碰集数量与求解时间对比

变量出

现概率

ＯＡ ＬＣＡ 比率（ＬＣＡ／ＯＡ）
碰集

数量

求解时间

（ｓ）
碰集

数量

求解时间

（ｓ）
数量 时间

０．１ １ ２．１７２ ２８１９．８ ５．６６６ ２８１９．８ ２．６０９
０．２ １７７０３ １０４．１ ２３６７８．６ １９６．８３４ １．３３８ １．８９
０．３ ６３１６８．４１４０５．５５８６４０３３．８１４４５．７４８ １．０１４ ０．０２８
０．４ ６０７８７．８ １４１１．１３ ６１２９７．８１４１９．８２２ １．００８ １．００６
０．５ ５１２８９．４１０８５．４９６５１５５０．６１０４９．８１６ １．００５ １．００９
０．６ ４４４８７．２ ８８７．６０４ ４６２４２．２ ９２８．３５６ １．０３９ １．０４５
０．７ ４０１８０．８ ７６５．４６２ ４３８７７．８ ８４７．６６２ １．０９２ １．１０７
０．８ ３６９６８．８ ６５９．１３８ ４０５７３ ７７２．４３４ １．０９７ １．１７２
０．９ ３５９８６．２ ６７８．５９４ ４０２３６．４ ７６９．４２６ １．１１８ １．１７４

本文还通过实验测试给出特征学习过程中迭代次

数间隔对算法的影响．选取出现概率为０４、０５和０６，
规模为 ｖ３０ｓ３０的测试用例，迭代次数间隔参数分别选取
５０、１００和２００．每个概率随机生成１０个测试用例并测试
１０次，取平均值作为测试用例的最终值．从图５可以看
出，随着迭代次数间隔参数从５０增加到２００，求得的碰集
个数也随之有较小幅度增加．在求解的特征学习过程
中，特征学习次数较多时，则对求解空间限定较严格，进

而可能缩减部分可能解；特征学习次数较少时，则对求

解空间限定相对宽松，进而可得到更多的解．
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５ 结论

本文对基于 ＰＳＯ的算法进行改进，加入了特征学
习、结合特征学习指导的后续求解和加速求解策略．本
文提出的算法不仅加速了对有解空间的搜索，同时削

减了对无解空间的搜索，有效提高了碰集的求解数量．
相比于基于树或图的碰集求解算法只能求解小规模的

问题，本文提出的算法可以求解大规模的碰集问题，编

程容易，更具有实际意义．
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